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1 Ïðîèçâîäíàÿ è êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó

1.1 Òåîðèÿ

Óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíûì
íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ âñåãäà � ïðàâûé âåðõíèé
óãîë.
Åñëè ýòîò óãîë îñòðûé � êîýôôèöèåíò k
ïîëîæèòåëüíûé, åñëè óãîë òóïîé � êîýôôèöèåíò k
îòðèöàòåëüíûé.

f 0(x0) = k = tg �

y = kx + b � óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé
ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f (x) ñ
àáñöèññîé â òî÷êåx0.
� � óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è
ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè x.

Çíàê êîýôôèöèåíòà k êàñàòåëüíîé ìîæíî îòñëåæèâàòü ïî âîçðàñòàíèþ è óáûâàíèþ
ôóíêöèè.
Åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ôóíêöèÿ f (x) âîçðàñòàåò, òî f 0(x0) > 0, à çíà÷èò, ó
êàñàòåëüíîé êîýôôèöèåíò k > 0.
Âåðíî è îáðàòíîå.
Åñëè êîýôôèöèåíò k êàñàòåëüíîé â òî÷êå x0 áîëüøå 0, òî f (x) âîçðàñòàåò â îêðåñòíîñòè
òî÷êè ñ àáñöèññîéx0
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Åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ôóíêöèÿ f (x) óáûâàåò, òî f 0(x0) 6 0, à çíà÷èò, ó êàñàòåëüíîé
êîýôôèöèåíò k 6 0.
Âåðíî è îáðàòíîå.
Åñëè êîýôôèöèåíò k êàñàòåëüíîé â òî÷êå x0 ìåíüøå 0, òî f (x) óáûâàåò â îêðåñòíîñòè
òî÷êè ñ àáñöèññîéx0

Åñëè â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ f (x) äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà èëè ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà, òî êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè â òî÷êå x0 ãîðèçîíòàëüíà.
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Èòàê, ìû âûÿñíèëè, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x0, ïîëåçíî óìåòü íàõîäèòü êîýôôèöèåíò k â óðàâíåíèè
êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f (x) â òî÷êå ñ àáñöèññîé x0. Ñíîâà
îáðàòèìñÿ ê òåîðèè.

Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì y = kx + b, ãäåk � óãëîâîé êîýôôèöèåíò
ïðÿìîé, b � ýòî îðäèíàòà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è îñè y.
Êàê êîýôôèöèåíòû k è b âëèÿþò íà ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ.
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Íàéäåì êîýôôèöèåíò k â òîì ñëó÷àå, êîãäà k > 0. Îí ðàâåí òàíãåíñó óãëà � .

k = tg � =
jAB j
jOBj

Íàéäåì êîýôôèöèåíò k â òîì ñëó÷àå, êîãäà k < 0. Îí ðàâåí òàíãåíñó óãëà � . Óäîáíî òàê
æå, êàê â ïåðâîì ñëó÷àå, ïîñòðîèòü ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, íî äëÿ óãëà 180� � � .

tg(180� � � ) =
jAB j
jOBj

.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïðèâåäåíèÿ,
÷òîáû íàéòè tg � : tg(180� � � ) = � tg � .

Òîãäà k = tg � = � tg(180� � � ) = �
jAB j
jOBj

.

I Ïðèìåð

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè
f (x) = kx + b. Íàéäèòå k.
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Ðåøåíèå
Ðåøèì çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè - ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû óðàâíåíèé è ñ íàõîæäåíèåì
òàíãåíñà óãëà íàêëîíà ïðÿìîé:

Âàðèàíò 1:
Íàéäåì êîýôôèöèåíò k êàê òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ïðÿìîé. Çàìåòèì, ÷òî ãðàôèêó �
íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå, ïðèíàäëåæàò äâå âûäåëåííûå òî÷êè A è C. Ïîñòðîèì òî÷êó
B: äëÿ ýòîãî îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû èç òî÷êè A íà îñü x è èç òî÷êè C íà îñü y è
ïðîäîëæèì èõ äî ïåðåñå÷åíèÿ � ýòî òî÷êà B. Ïîëó÷èëè ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê
� ABC . Îòñþäà òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ïðÿìîé � îòíîøåíèå ïðîòèâîëåæàùåãî êàòåòà ê

ïðèëåæàùåìó: k =
jAB j
jBC j

=
5
4

.

Âàðèàíò 2:

Íàéäåì äâå òî÷êè íà ãðàôèêå: (� 3; � 3), (1; 2) (îíè îáû÷íî âûäåëåíû æèðíî, íî ìîæíî
áðàòü ëþáûå öåëî÷èñëåííûå òî÷êè, ãëàâíîå, óáåäèòåñü â òîì, ÷òî îíè äåéñòâèòåëüíî
öåëî÷èñëåííûå). Âîçüìåì óðàâíåíèå ïðÿìîé y = kx + b è ïîäñòàâèì â íåãî êîîðäèíàòû
ýòèõ äâóõ òî÷åê. Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:�

� 3 = � 3 � k + b;
2 = 1 � k + b:

Íàéäåì êîýôôèöèåíòû k è b èç ñèñòåìû:
Âûðàçèì b èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ: b= � 3 + 3k è ïîäñòàâèì âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû:

2 = k � 3 + 3k , 4k = 5. Îòñþäà íàõîäèì k: k =
5
4

.

Çàäà÷à äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ:

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè
f (x) = kx + b. Íàéäèòå k.
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Ïîëåçíûé ôàêò ïðî ïðÿìûå.
Ïðÿìûå, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè y = k1x + b1 è y = k2x + b2 ïàðàëëåëüíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà k1 = k2
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1.2 Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1.2.1 ×àñòü 1

I Ïðèìåð
Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x), îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (� 8; 3).
Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè ïàðàëëåëüíà
ïðÿìîé y = 18.

Ðåøåíèå
Âñïîìíèì, êàê âûãëÿäèò ïðÿìàÿ y = 18:

Ïðÿìàÿ y = 18 � ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ, çíà÷èò, åñëè êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè
åé ïàðàëëåëüíà, òî îíà òîæå ãîðèçîíòàëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èùåì âñå òî÷êè, ãäå
êàñàòåëüíàÿ ãîðèçîíòàëüíà. Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïðèëîæèòü ëèíåéêó
ãîðèçîíòàëüíî è, äâèãàÿ åå ¾âíèç¿, îòìåòèòü íà ãðàôèêå òî÷êè ñ ãîðèçîíòàëüíîé
êàñàòåëüíîé.
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Ìû ïîëó÷èëè 5 òî÷åê ñ ãîðèçîíòàëüíîé êàñàòåëüíîé.
Îòâåò: 5.

Çàäà÷à 1

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x), îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (� 5; 5).
Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè ïàðàëëåëüíà
ïðÿìîé y = 6 èëè ñîâïàäàåò ñ íåé.

=) Ðåøåíèå çàäà÷è

Çàäà÷à 2

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x), îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (� 11; 2).
Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè ïàðàëëåëüíà
ïðÿìîé y = � 6.
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Çàäà÷à 3

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x), îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (� 1; 13).
Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè ïàðàëëåëüíà
ïðÿìîé y = 20.

1.2.2 ×àñòü 2

I Ïðèìåð 1
Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x), îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå
(� 5; 3). Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f (x)
ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = 2x + 7 èëè ñîâïàäàåò ñ íåé.
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Ðåøåíèå
Çàìåòèì, ÷òî íàì äàí ãðàôèê ïðîèçâîäíîé. Åñëè êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f (x)
ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = 2x + 7 èëè ñîâïàäàåò ñ íåé, òî êîýôôèöèåíò k êàñàòåëüíîé
äîëæåí áûòü ðàâåí 2, à çíà÷èò, è çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå êàñàíèÿ ðàâíî 2. Äëÿ
òîãî ÷òîáû íàéòè èñêîìóþ àáñöèññó, âûÿñíèì, â êàêîé òî÷êå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè f (x) ðàâíî 2. Äëÿ ýòîãî ïðîâåäåì ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ y = 2 è íàéäåì
àáñöèññó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ ãðàôèêîì ïðîèçâîäíîé. Îíà è áóäåò èñêîìîé
àáñöèññîé òî÷êè êàñàíèÿ.

Îòâåò: � 1.

I Ïðèìåð 2
Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x), îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå
(� 11; 3). Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåëx i , ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f (x)
â òî÷êå ñ àáñöèññîéx i ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = 3x � 11 èëè ñîâïàäàåò ñ íåé.
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Ðåøåíèå
Çàìåòèì, ÷òî íàì äàí ãðàôèê ïðîèçâîäíîé. Åñëè êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f (x)
ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = 3x � 11 èëè ñîâïàäàåò ñ íåé, òî åå óãëîâîé êîýôôèöèåíò ðàâåí
3, à çíà÷èò ïðîèçâîäíàÿ f 0(x) òîæå äîëæíà áûòü ðàâíà 3, ïîýòîìó íàì íóæíî íàéòè
êîëè÷åñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ f 0(x) ðàâíà 3. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ïðÿìóþ
y = 3, è ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ïðîèçâîäíîé, è ýòîé ïðÿìîé.
Òàêèõ òî÷åê 6.

Îòâåò: 6.

Çàäà÷à 1

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê y = f 0(x) � ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x), îïðåäåëåííîé
íà èíòåðâàëå (� 10; 2). Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó
ôóíêöèè f (x) ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = � 2x � 11 èëè ñîâïàäàåò ñ íåé.
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=) Ðåøåíèå çàäà÷è

Çàäà÷à 2

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê y = f 0(x) � ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x). Íàéäèòå àáñöèññó
òî÷êè, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó y = f (x) ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = 2x � 2 èëè
ñîâïàäàåò ñ íåé.

Çàäà÷à 3

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê y = f 0(x) � ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x). Íàéäèòå àáñöèññó
òî÷êè, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó y = f (x) ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ èëè ñîâïàäàåò
ñ íåé.

=) Ðåøåíèå çàäà÷è
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1.2.3 ×àñòü 3

I Ïðèìåð 1
Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x) è êàñàòåëüíàÿ ê íåìó â òî÷êå ñ
àáñöèññîéx0. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x0.

Ðåøåíèå
Âñïîìíèì òåîðèþ:
Çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x0 � f 0(x0) � ðàâíî óãëîâîìó êîýôôèöèåíòó
k êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå x0. ×òîáû íàéòè k, íàéäåì
tg � , ãäå� � ýòî óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ.
Òåïåðü ðåøèì èñõîäíóþ çàäà÷ó:
Âûáåðåì íà êàñàòåëüíîé äâå òî÷êè A è B , ó êîòîðûõ àáñöèññû è îðäèíàòû � öåëûå
÷èñëà (â çàäàíèÿõ ÅÃÝ îíè îáû÷íî âûäåëåíû æèðíî).
Ïîñòðîèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC :

Äëèíà êàòåòà BC = 9, äëèíà êàòåòà AC = 3, òîãäà tg � =
9
3

= 3. Òî åñòü, èñêîìîå

çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0 ðàâíî f 0(x0) = tg � = 3.
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Îòâåò: 3.

I Ïðèìåð 2
Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x) è êàñàòåëüíàÿ ê íåìó â òî÷êå ñ
àáñöèññîéx0. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x0.

Ðåøåíèå
Âñïîìíèì òåîðèþ:
Çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x0 � f 0(x0) ðàâíî óãëîâîìó êîýôôèöèåíòó
k êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå x0. ×òîáû íàéòè k, íàéäåì
tg � , ãäå� ýòî óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ.
Òåïåðü ðåøèì èñõîäíóþ çàäà÷ó:
Âûáåðåì íà ãðàôèêå êàñàòåëüíîé äâå òî÷êè A è B, ó êîòîðûõ àáñöèññû è îðäèíàòû �
öåëûå ÷èñëà (â çàäàíèÿõ ÅÃÝ îíè îáû÷íî âûäåëåíû æèðíî).

Äëèíà êàòåòà BC = 2, äëèíà êàòåòà AC = 8, òîãäà tg(180 � � ) =
2
8

= 0;25. Òàê

êàê tg(180 � � ) = � tg � , çíà÷èò èñêîìîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0 ðàâíî
f 0(x0) = � tg(180� � � ) = tg � = � 0;25.

Îòâåò: � 0;25.
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Çàäà÷à 1

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû ãðàôèê ôóíêöèè f (x) è êàñàòåëüíàÿ ê íåìó â òî÷êå ñ àáñöèññîé
x0. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x0.

Çàäà÷à 2

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû ãðàôèê ôóíêöèè f (x) è êàñàòåëüíàÿ ê íåìó â òî÷êå ñ àáñöèññîé
x0. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x0.

Çàäà÷à 3

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû ãðàôèê ôóíêöèè f (x) è êàñàòåëüíàÿ ê íåìó â òî÷êå ñ àáñöèññîé
x0. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x0.
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=) Ðåøåíèå çàäà÷è

Çàäà÷à 4

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû ãðàôèê ôóíêöèè f (x) è êàñàòåëüíàÿ ê íåìó â òî÷êå ñ àáñöèññîé
x0. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x0.

=) Ðåøåíèå çàäà÷è

1.2.4 ×àñòü 4

I Ïðèìåð
Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x). Íà îñè àáñöèññ îòìå÷åíû òî÷êè
� 2; � 1;1;2. Â êàêîé èç ýòèõ òî÷åê çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé íàèáîëüøåå? Â îòâåòå óêàæèòå
ýòó òî÷êó.

Ðåøåíèå
Íàðèñóåì îòðåçêè, êàñàþùèåñÿ ãðàôèêà â òî÷êàõ ñ îòìå÷åííûìè àáñöèññàìè � 2; � 1; 1; 2.
Ïîâåäåíèå òàêîãî îòðåçêà ïðè äâèæåíèè ïî ãðàôèêó î÷åíü ïîõîæå íà äâèæåíèå ëûæíèêà
ïî ñêëîíàì ãîð â íàïðàâëåíèè Ox.
Êîãäà ëûæíèê âçáèðàåòñÿ â ãîðó, åãî ëûæè íàêëîíåíû ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ
îñè Ox ïîä îñòðûì óãëîì, à êîãäà ñïóñêàåòñÿ - ïîä òóïûì. À ìû çíàåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ
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ôóíêöèè â òî÷êå êàñàíèÿ ðàâíà òàíãåíñó óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
óãîë îñòðûé, òî òàíãåíñ ïîëîæèòåëåí, à çíà÷èò è ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíà.
Ïðè÷¼ì, ÷åì äëèæå óãîë ê 90� , òåì áîëüøå òàíãåíñ, à çíà÷èò áîëüøå è ïðîèçâîäíàÿ.
Ïîýòîìó íàì òðåáóåòñÿ âûáðàòü òó òî÷êó, â êîòîðîé óãîë íàêëîíà îñòðûé è áëèæå âñåãî
ê 90� .
Ïðîâåä¼ì êàñàòåëüíûå/ëûæè â çàäàííûõ òî÷êàõ.

Â òî÷êå � 2 óãîë îñòðûé. =) tg � 1 > 0 =) f 0(� 2) > 0
Â òî÷êå � 1 óãîë òóïîé. =) tg � 2 < 0 =) f 0(� 1) < 0
Â òî÷êå 1 óãîë òóïîé. =) tg � 3 < 0 =) f 0(1) < 0
Â òî÷êå 2 óãîë îñòðûé. =) tg � 4 > 0 =) f 0(2) > 0
Òàêèõ óãëà äâà � ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì 2 è � 2.
Íàì íóæåí òîò, ãäå óãîë íàêëîíà áëèæå ê 90� :
� 4 < � 1 < 90� =) tg � 4 < tg � 1 =) f 0(2) < f 0(� 2). Ïîýòîìó îòâåò � 2.

Çàäà÷à 1

Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x). Íà îñè àáñöèññ îòìå÷åíû òî÷êè
� 2; � 1;1;4. Â êàêîé èç ýòèõ òî÷åê çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé íàèìåíüøåå? Â îòâåòå óêàæèòå
ýòó òî÷êó.

=) Ðåøåíèå çàäà÷è
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Çàäà÷à 2

Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x). Íà îñè àáñöèññ îòìå÷åíû òî÷êè � 2, 1,
2, 3. Â êàêîé èç ýòèõ òî÷åê çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé íàèáîëüøåå? Â îòâåòå óêàæèòå ýòó
òî÷êó.

Çàäà÷à 3

Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x). Íà îñè àáñöèññ îòìå÷åíû òî÷êè � 2,
� 1, 2, 3. Â êàêîé èç ýòèõ òî÷åê çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé íàèìåíüøåå? Â îòâåòå óêàæèòå
ýòó òî÷êó.

Çàäà÷à 4

Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x). Íà îñè àáñöèññ îòìå÷åíû òî÷êè � 1,
1, 2, 3. Â êàêîé èç ýòèõ òî÷åê çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé íàèáîëüøåå? Â îòâåòå óêàæèòå ýòó
òî÷êó.
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2 Êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó. Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå

=) Òåîðèÿ è ïðèìåð ðåøåíèÿ

2.1 Òåîðèÿ
Ïðÿìàÿ y = kx + b ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f (x) â òî÷êå ñ
êîîðäèíàòàìè (x0; f (x0)) , åñëè âûïîëíåíû 2 óñëîâèÿ:

1) Â òî÷êå x0 ïðÿìàÿ y = kx + b è ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x) ïåðåñåêàþòñÿ, òî åñòü ïðè
x = x0 ïîëó÷àåì, ÷òî

f (x0) = kx0 + b:

2) Çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèÿ y = f (x) â òî÷êå x0 äîëæíî ñîâïàäàòü ñ
êîýôôèöèåíòîì k ïðÿìîé y = kx + b, òî åñòü:

f 0(x0) = k:

Â èòîãå ïîëó÷àåì ñèñòåìó:
�

f (x0) = kx0 + b;
f 0(x0) = k:

Åñòü òðè ñèòóàöèè:

1. Â òî÷êå x0 ñîâïàäàåò çíà÷åíèå ôóíêöèè y = f (x) è çíà÷åíèå ôóíêöèè y = kx + b,
òî åñòüf (x0) = kx0 + b, íî íå ñîâïàäàþò çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ f 0(x0) 6= k. Â ýòîì
ñëó÷àå ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ãðàôèê, íî íå áóäåò êàñàòüñÿ ãðàôèêà.

2. Â òî÷êå x0 çíà÷åíèå ôóíêöèè y = f (x) è çíà÷åíèå ôóíêöèè y = kx + b � íå
ñîâïàäàþò, ò.å. f (x0) 6= kx0 + b, íî â òî÷êå x0 ñîâïàäàþò èõ ïðîèçâîäíûå: f 0(x0) = k.
Â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ y = kx + b ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè
y = f (x) â òî÷êå x0.
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3. Â òî÷êå x0 ñîâïàäàþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y = f (x) è ôóíêöèè y = kx + b, à òàê æå
ñîâïàäàþò çíà÷åíèÿ èõ ïðîèçâîäíûõ:

�
f (x0) = kx0 + b;
f 0(x0) = k:

Â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ y = kx + bÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f (x)
â òî÷êå x0.
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I Ïðèìåð 1
Ïðÿìàÿ y = 6x +9 ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x2 +7x � 6. Íàéäèòå
àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ.

Ðåøåíèå
Ïðÿìàÿ y = kx + b ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = 6x + 9 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êîýôôèöèåíò k = 6. Êîýôôèöèåíò k êàñàòåëüíîé ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè f (x) = x2 + 7x � 6 â òî÷êå êàñàíèÿ x0.

f 0(x) = ( x2 + 7x � 6)0 = 2x + 7:

Çíà÷èò, f 0(x0) = 2 x0 + 7.
Îòñþäà ïîëó÷àåì 2x0 + 7 = 6 , 2x0 = � 1 , x0 = � 0;5.

I Ïðèìåð 2
Ïðÿìàÿ y = 2x + 37 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x3 + 3x2 � 7x + 10.
Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ.

Ðåøåíèå
Ïðÿìàÿ y = kx + b ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = 2x + 37, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êîýôôèöèåíò k = 2. Êîýôôèöèåíò k êàñàòåëüíîé ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè f (x) = x3 + 3x2 � 7x + 10 â òî÷êå êàñàíèÿ x0.

f 0(x) = ( x3 + 3x2 � 7x + 10)0 = 3x2 + 6x � 7

Çíà÷èò f 0(x0) = 3 x2
0 + 6x0 � 7.

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

3x2
0 + 6x0 � 7 = 2 , 3x2

0 + 6x0 � 9 = 0 , x2
0 + 2x0 � 3 = 0

D = 22 � 4 � 1 � (� 3) = 4 + 12 = 16

x1;2 =
� 2 � 4

2
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: � 3 è 1. Òàêèì îáðàçîì, åñòü
äâå òî÷êè, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè

y = x3 + 3x � 7x + 10

èìååò óãëîâîé êîýôôèöèåíò, ðàâíûé 2.
×òîáû îïðåäåëèòü, â êàêîé èç äâóõ òî÷åê ïðÿìàÿ y = 2x + 37 êàñàåòñÿ ãðàôèêà
ôóíêöèè y = x3 + 3x � 7x + 10, âñïîìíèì, ÷òî â òî÷êå êàñàíèÿ ãðàôèê ôóíêöèè è
êàñàòåëüíàÿ äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ, òî åñòü â èñêîìîé òî÷êå äîëæíû ñîâïàäàòü çíà÷åíèÿ
äâóõ ôóíêöèé.
Çíà÷åíèå ôóíêöèè f (x) = x3 + 3x2 � 7x + 10 â òî÷êå � 3 ðàâíî:

f (� 3) = � 27 + 27 + 21 + 10 = 31;

à çíà÷åíèå â òî÷êå 1 ðàâíî:

f (1) = 1 + 3 � 7 + 10 = 7:
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Èç óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé y = 2x + 37 ïðè x = � 3 ïîëó÷èì çíà÷åíèå:

y(� 3) = � 6 + 37 = 31;

à ïðè x = 1 ïîëó÷èì çíà÷åíèå:

y(1) = 2 + 37 = 39 :

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â òî÷êå x = � 3 çíà÷åíèÿ ñîâïàëè: f (� 3) = y(� 3), à â òî÷êå x = 1 íåò:
f (1) 6= y(1). Çíà÷èò, èñêîìàÿ àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ ðàâíà � 3, à â òî÷êå x = 1 ïðÿìàÿ
y = 2x + 37 ïðîñòî ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé, íî åþ íå ÿâëÿåòñÿ.

I Ïðèìåð 3
Ïðÿìàÿ y = 3x + 1 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = ax2 + 2x + 3. Íàéäèòå
a.

Ðåøåíèå

Âàðèàíò 1:
Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðÿìàÿ y = 3x + 1 ÿâëÿëàñü êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè
y = ax2 + 2x + 3, çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x) = ax2 + 2x + 3 â òî÷êå êàñàíèÿ
äîëæíî ñîâïàäàòü ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì ïðÿìîé. Óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé
y = 3x + 1 � ýòî k = 3. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f (x) = ax2 + 2x + 3 � ýòî f 0(x) = 2 ax + 2.

Åñëè çàx0 ïðèíÿòü àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ, èìååì: 2ax0 + 2 = 3 , ò. å.ax0 =
1
2

. Íàéäåì,

çíà÷åíèå èñõîäíîé ôóíêöèè â òî÷êå êàñàíèÿ:

ax2
0 + 2x0 + 3 = ax0 � x0 + 2x0 + 3 =

1
2

x0 + 2x0 + 3 =
5
2

x0 + 3:

Òàê êàê ïðÿìàÿ y = 3x + 1 � êàñàòåëüíàÿ, òî çíà÷åíèå y â òî÷êå x0 äîëæíî áûòü ðàâíî
5
2

x0 + 3, èìååì:
5
2

x0 + 3 = 3 x0 + 1;

îòêóäà x0 = 4. À çíà÷èò, ax0 =
1
2

, 4a =
1
2

, a = 0;125.

Âàðèàíò 2:

Ïðè a = 0 ôóíêöèÿ y = ax2 + 2x + 3 ïðèíèìàåò âèä y = 2x + 3. Ýòî óðàâíåíèå ïðÿìîé.
Äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå íå ìîãóò êàñàòüñÿ äðóã äðóãà, ïîýòîìó ýòîò ñëó÷àé íàì íå
ïîäõîäèò.
Ïðè a 6= 0 ãðàôèêîì ôóíêöèè y = ax2 + 2x + 3 ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è
ýòà ïàðàáîëà äîëæíà êàñàòüñÿ ïðÿìîé y = 3x + 1.

Ïàðàáîëà è ïðÿìàÿ ìîãóò èìåòü äâå îáùèå òî÷êè, îäíó îáùóþ òî÷êó èëè íå èìåòü
îáùèõ òî÷åê âîîáùå. Ñëó÷àé êàñàíèÿ � ýòî ñëó÷àé îäíîé îáùåé òî÷êè. ×òîáû íàéòè
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé y = ax2 + 2x + 3 è y = 3x + 1 íóæíî íàéòè êîðíè
óðàâíåíèÿ ax2 + 2x + 3 = 3 x + 1. Êîëè÷åñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
êîëè÷åñòâó òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ äâóõ äàííûõ ôóíêöèé.

Â íàøåì ñëó÷àå óðàâíåíèå ax2 +2x +3 = 3 x +1 äîëæíî èìåòü îäíî ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì
óðàâíåíèå â âèäåax2 � x + 2 = 0 . Ïðè a 6= 0 ýòî óðàâíåíèå èìååò 1 ðåøåíèå, êîãäà åãî
äèñêðèìèíàíò ðàâåí 0. Íàéäåì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ ðàâåí
0.
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D = 12 � 4 � a � 2 = 1 � 8a

1 � 8a = 0 , 8a = 1 , a =
1
8

Òàêèì îáðàçîì a =
1
8

� ýòî çíà÷åíèå a, ïðè êîòîðîì ïðÿìàÿ y = 2x + 3 ÿâëÿåòñÿ

êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå y = ax2 + 2x + 3.

Èëëþñòðàöèÿ:

Çàìå÷àíèå:
Åñëè íàì òðåáóåòñÿ íàéòè àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ, òî ïîäñòàâèì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ a
â óðàâíåíèå ax2 � x + 2 = 0 è ðåøèì åãî. Åãî êîðåíü � ýòî èñêîìàÿ àáñöèññà.

Åñëè a =
1
8

, òî ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
1
8

x2 � x + 2 = 0 , x2 � 8x + 16 = 0 , (x � 4)2 =
0 , x � 4 = 0 , x = 4:

I Ïðèìåð 4
Ïðÿìàÿ y = 5x � 13 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = 2x2 + bx+37. Íàéäèòå
b.

Ðåøåíèå
Âàðèàíò 1:

×òîáû ïðÿìàÿ y = 5x � 13 ÿâëÿëàñü êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = 2x2 + bx + 37,
çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x) = 2 x2 + bx+ 37, â òî÷êå êàñàíèÿ äîëæíî ñîâïàäàòü
ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì ïðÿìîé. Óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé y = 5x � 13 � ýòî
k = 5. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f (x) = 2 x2 + bx+ 37 � ýòî f 0(x) = 4 x + b.
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Åñëè çàx0 ïðèíÿòü àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ, èìååì: 4x0 + b = 5, ò. å.b = 5 � 4x0. Íàéäåì
çíà÷åíèå èñõîäíîé ôóíêöèè â òî÷êå êàñàíèÿ:

2x2
0 + bx0 + 37 = 2 x2

0 + (5 � 4x0)x0 + 37 = � 2x2
0 + 5x0 + 37:

Òàê êàê ïðÿìàÿ y = 5x � 13 � êàñàòåëüíàÿ, òî åå çíà÷åíèå â òî÷êå x0 äîëæíî áûòü òàêèì
æå, èìååì:

� 2x2
0 + 5x0 + 37 = 5 x0 � 13 , 2x2

0 = 50 , x2
0 = 25 , x0 = � 5:

Ïðè x0 = � 5 èìååì b= 5 � 4 � (� 5) = 25.
Ïðè x0 = 5 èìååì b= 5 � 4 � (5) = � 15.
Êàê âèäíî, çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ, â òàêèõ ñëó÷àÿõ îáû÷íî ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå
óñëîâèå, ïîçâîëÿþùåå îòáðîñèòü îäíî èç íèõ. Íàïðèìåð, óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè x0.

Âàðèàíò 2:

Ãðàôèêîì ôóíêöèè y = 2x2+ bx+37 ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ýòà ïàðàáîëà
äîëæíà êàñàòüñÿ ïðÿìîé y = 5x � 13. Ïàðàáîëà è ïðÿìàÿ ìîãóò èìåòü äâå îáùèå òî÷êè,
îäíó îáùóþ òî÷êó èëè íå èìåòü îáùèõ òî÷åê âîîáùå. Ñëó÷àé êàñàíèÿ � ýòî ñëó÷àé
îäíîé îáùåé òî÷êè. ×òîáû íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé y = 2x2 + bx+37
è y = 5x � 13, íóæíî íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ 2x2 + bx+ 37 = 5 x � 13. Êîëè÷åñòâî êîðíåé
óðàâíåíèÿ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü êîëè÷åñòâó òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ äâóõ äàííûõ
ôóíêöèé. Çíà÷èò, â ñëó÷àå êàñàíèÿ óðàâíåíèå 2x2 + bx+ 37 = 5 x � 13 äîëæíî èìåòü îäíî
ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå 2x2 + ( b� 5)x + 50 = 0 . Ýòî óðàâíåíèå èìååò 1
ðåøåíèå, êîãäà åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí 0. Íàéäåì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ bäèñêðèìèíàíò
óðàâíåíèÿ ðàâåí 0.

D = ( b� 5)2 � 4 � 2 � 50 = (b� 5)2 � 400

(b� 5)2 � 400 = 0 , (b� 5)2 = 400 ,
�

b� 5 = 20;
b� 5 = � 20: ,

�
b= 25;
b= � 15:

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ y = 5x � 13 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëåy = 2x2 + bx + 37
ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ b: �

b= 25;
b= � 15:

Èëëþñòðàöèÿ:
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Çàìå÷àíèå:
Åñëè íàì òðåáóåòñÿ íàéòè àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ, òî ïîäñòàâèì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ b
â óðàâíåíèå 2x2 + ( b� 5)x + 50 = 0 è ðåøèì åãî. Åãî êîðåíü � ýòî èñêîìàÿ àáñöèññà.
Åñëè b = 25, òî ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 2x2 + 20x + 50 = 0 , x2 + 10x + 25 = 0 ,
(x + 5) 2 = 0 , x + 5 = 0 , x = � 5:
Åñëè b = � 15, òî ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 2x2 � 20x + 50 = 0 , x2 � 10x + 25 = 0 ,
(x � 5)2 = 0 , x � 5 = 0 , x = 5:

I Ïðèìåð 5
Ïðÿìàÿ y = 4x + 3 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x2 � 2x + c. Íàéäèòå c.

Ðåøåíèå
Âàðèàíò 1:

×òîáû ïðÿìàÿ y = 4x + 3 ÿâëÿëàñü êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x2 � 2x + c,
çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x) = x2 � 2x + c â òî÷êå êàñàíèÿ äîëæíî ñîâïàäàòü
ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì ïðÿìîé. Óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé y = 4x + 3 � ýòî
k = 4. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f (x) = x2 � 2x + c � ýòî f 0(x) = 2 x � 2. Åñëè çàx0 ïðèíÿòü
àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ, èìååì: 2x0 � 2 = 4 , 2x0 = 6 , x0 = 3. Íàéäåì çíà÷åíèå
èñõîäíîé ôóíêöèè â òî÷êå êàñàíèÿ:

x2
0 � 2x0 + c = 32 � 2 � 3 + c = 3 + c:

Òàê êàê ïðÿìàÿ y = 4x + 3 � êàñàòåëüíàÿ, òî åå çíà÷åíèå â òî÷êå x0 = 3 äîëæíî áûòü
òàêèì æå, èìååì:

3 + c = 4 � 3 + 3 , c = 12:

Òàêèì îáðàçîì, c = 12 � ýòî çíà÷åíèå c, ïðè êîòîðîì ïðÿìàÿ y = 4x + 3 ÿâëÿåòñÿ
êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå y = x2 � 2x + c.
Âàðèàíò 2:

Ãðàôèêîì ôóíêöèè y = x2 � 2x + c ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ýòà ïàðàáîëà
äîëæíà êàñàòüñÿ ïðÿìîé y = 4x + 3. Ïàðàáîëà è ïðÿìàÿ ìîãóò èìåòü äâå îáùèå òî÷êè,
îäíó îáùóþ òî÷êó èëè íå èìåòü îáùèõ òî÷åê âîîáùå. Ñëó÷àé êàñàíèÿ � ýòî ñëó÷àé
îäíîé îáùåé òî÷êè. ×òîáû íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé y = x2 � 2x + c
è y = 4x + 3, íóæíî íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ x2 � 2x + c = 4x + 3. Êîëè÷åñòâî êîðíåé
óðàâíåíèÿ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü êîëè÷åñòâó òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ äâóõ äàííûõ
ôóíêöèé. Çíà÷èò, â íàøåì ñëó÷àå óðàâíåíèå x2 � 2x + c = 4x + 3 äîëæíî èìåòü îäíî
ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå x2 � 6x + c � 3 = 0. Ýòî óðàâíåíèå èìååò 1
ðåøåíèå, êîãäà åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí 0. Íàéäåì ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ c äèñêðèìèíàíò
óðàâíåíèÿ ðàâåí 0.

D = ( � 6)2 � 4 � (c � 3) = 36 � 4c + 12 = 48 � 4c

48� 4c = 0 , 4c = 48 , c = 12

Òàêèì îáðàçîì, c = 12 � ýòî çíà÷åíèå x, ïðè êîòîðîì ïðÿìàÿ y = 4x + 3 ÿâëÿåòñÿ
êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå y = x2 � 2x + c.

Èëëþñòðàöèÿ:
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Çàìå÷àíèå:
Åñëè íàì òðåáóåòñÿ íàéòè àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ, òî ïîäñòàâèì íàéäåííîå çíà÷åíèå c â
óðàâíåíèå x2 � 6x + c � 3 = 0 è ðåøèì åãî. Åãî êîðåíü � ýòî èñêîìàÿ àáñöèññà.
Åñëèc = 12, òî ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå x2� 6x+9 = 0 , (x� 3)2 = 0 , x� 3 = 0 , x = 3:

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
2.1.1 ×àñòü 1

Çàäà÷à 1

Ïðÿìàÿ y = � 5x � 6 ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x2 + 8x � 7.
Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ.

Çàäà÷à 2

Ïðÿìàÿ y = � 3x + 8 ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x2 + 7x � 6.
Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ.

Çàäà÷à 3

Ïðÿìàÿ y = 8x +8 ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x2 � 3x +8. Íàéäèòå
àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ.

2.1.2 ×àñòü 2

Çàäà÷à 1

Ïðÿìàÿ y = � 4x � 11 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x3 + 7x2 + 7x � 6.
Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ.
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=) Ðåøåíèå çàäà÷è

Çàäà÷à 2

Ïðÿìàÿ y = � x + 4 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x3 + x2 � x + 4:
Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ.

Çàäà÷à 3

Ïðÿìàÿ y = x + 11 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x3 + 5x2 + 9x + 15:
Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ.

2.1.3 ×àñòü 3

Çàäà÷à 1

Ïðÿìàÿ y = 3x + 1 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = ax2 + 2x + 3. Íàéäèòå
a.

Çàäà÷à 2

Ïðÿìàÿ y = � 5x + 8 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = 28x2 + bx + 15.
Íàéäèòå b, ó÷èòûâàÿ, ÷òî àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ áîëüøå 0.

=) Ðåøåíèå çàäà÷è

Çàäà÷à 3

Ïðÿìàÿ y = 3x + 4 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = 3x2 � 3x + c. Íàéäèòå
c.

Çàäà÷à 4

Ïðÿìàÿ y = x + 3 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = ax2 + 3x � 2. Íàéäèòå a.

Çàäà÷à 5

Ïðÿìàÿ y = 6x � 5 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = 3x2 + bx + 7. Íàéäèòå
b, ó÷èòûâàÿ, ÷òî àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ áîëüøå 0.

Çàäà÷à 6

Ïðÿìàÿ y = 3x + 4 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = 3x2 � 3x + c. Íàéäèòå
c.
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3 Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè

3.1 Òåîðèÿ
Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè.
Åñëè f 0(x) > 0 â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà(a; b), òî ôóíêöèÿ f (x) âîçðàñòàåò íà ýòîì
èíòåðâàëå.
Åñëè f 0(x) < 0 â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (a; b), òî ôóíêöèÿ f (x) óáûâàåò íà ýòîì
èíòåðâàëå.
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Äàí ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x)y = f (x)y = f (x) Äàí ãðàôèê ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f 0(x)y = f 0(x)y = f 0(x)

Åñëè íóæíî îïðåäåëèòü ïðîìåæóòêè,
ãäåf 0(x) > 0, òî ìû èùåì ïðîìåæóòêè,
ãäå ôóíêöèÿ y = f (x) âîçðàñòàåò

Åñëè íóæíî îïðåäåëèòü ïðîìåæóòêè,
ãäåf 0(x) > 0, òî ìû èùåì ïðîìåæóòêè,
íà êîòîðûõ ãðàôèê ïðîèçâîäíîé íàõîäèòñÿ
âûøå îñè Ox èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, òî÷êè
ãðàôèêà ñ ïîëîæèòåëüíîé êîîðäèíàòîé
ïî îñè Oy

Åñëè íóæíî îïðåäåëèòü ïðîìåæóòêè,
ãäåf 0(x) < 0, òî ìû èùåì ïðîìåæóòêè,
ãäå ôóíêöèÿ y = f (x) óáûâàåò

Åñëè íóæíî îïðåäåëèòü ïðîìåæóòêè,
ãäåf 0(x) < 0, òî ìû èùåì ïðîìåæóòêè,
íà êîòîðûõ ãðàôèê ïðîèçâîäíîé íàõîäèòñÿ
íèæå îñè Ox èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, òî÷êè
ãðàôèêà ñ îòðèöàòåëüíîé êîîðäèíàòîé
ïî îñè Oy

Åñëè íóæíî îïðåäåëèòü òî÷êè,
ãäåf 0(x) = 0 , òî ìû èùåì òî÷êè ìèíèìóìà
èëè ìàêñèìóìà ôóíêöèÿ y = f (x)

Åñëè íóæíî îïðåäåëèòü òî÷êè,
ãäåf 0(x) = 0 , òî ìû èùåì òî÷êè,
â êîòîðûõ ãðàôèê ïðîèçâîäíîé
ïåðåñåêàåò îñüOx
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3.2 Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
3.2.1 ×àñòü 1

I Ïðèìåð
Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x), îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (� 8; 3).
Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë x i , äëÿ êîòîðûõ f 0(x i ) îòðèöàòåëüíà.

Ðåøåíèå
Êàê ìû çíàåì, íà ïðîìåæóòêàõ óáûâàíèÿ ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè
íåïîëîæèòåëüíà. Ïðè ýòîì îíà ðàâíà 0 òîëüêî â òî÷êàõ, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ê
ãðàôèêó ýòîé ôóíêöèè ãîðèçîíòàëüíà.
Íà ïðîìåæóòêå âîçðàñòàíèÿ ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè íåîòðèöàòåëüíà.
Ïðè ýòîì îíà ðàâíà 0 òîëüêî â òî÷êàõ, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ýòîé ôóíêöèè
ãîðèçîíòàëüíà.
Çíà÷èò, íåîáõîäèìî âûäåëèòü ïðîìåæóòêè óáûâàíèÿ ôóíêöèè, óêàçàòü íà ýòèõ
ïðîìåæóòêàõ öåëûå ÷èñëà, îïðåäåëèòü òå èç íèõ, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà,
à çàòåì íàéòè êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë.
Ïðîìåæóòêè óáûâàíèÿ ôóíêöèè: (� 8; � 5]; [� 3; 0]; [1; 2], öåëûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå
ýòèì ïðîìåæóòêàì f� 7; � 6; � 5; � 3; � 2; � 1; 0; 1; 2g.
Â êîíå÷íûõ òî÷êàõ ïðîìåæóòêîâ f� 5; � 3; 0; 1; 2g çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ðàâíî 0, â
îñòàëüíûõ òî÷êàõ � f� 7; � 6; � 2; � 1g � ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà.

Ïðèìå÷àíèå: Èíîãäà â äàííûõ çàäà÷àõ âîïðîñ ìîãóò ôîðìóëèðîâàòü ïî-äðóãîìó:
"îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê â êîòîðûé ïðîèçâîäíàÿ f 0(x) îòðèöàòåëüíà". Â
ýòîì ñëó÷àå ìû èùåì öåëûå òî÷êè íà îñè Ox, â êîòîðûõ íàøà ôóíêöèÿ óáûâàåò. Ïðè
ýòîì ìû ñìîòðèì èìåííî íà öåëûå òî÷êè ïî îñè Ox.
Çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ìîæåò áûòü íå öåëûì, òî åñòü, åñëè ôóíêöèÿ f (x) â òî÷êå
x = 2, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ f (x) = � 5;5, íî ïðè ýòîì â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ óáûâàåò, òî
äëÿ íàñ ýòî áóäåò öåëàÿ òî÷êà, â êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îòðèöàòåëüíà.
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Îòâåò: 4.

Çàäà÷à 1

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x), îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (� 6; 8).
Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíà.

Çàäà÷à 2

Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x), îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (� 5; 5).
Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îòðèöàòåëüíà.
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=) Ðåøåíèå çàäà÷è

Çàäà÷à 3

Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè f (x) è âîñåìü òî÷åê íà îñè àáñöèññ:
x1;x2;x3;x4;x5;x6;x7;x8. Â ñêîëüêèõ èç ýòèõ òî÷åê ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f (x)
ïîëîæèòåëüíà?

Çàäà÷à 4

Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè f (x) è äâåíàäöàòü òî÷åê íà îñè àáñöèññ:
x1;x2;x3;x4;x5;x6;x7;x8;x9;x10;x11;x12. Â ñêîëüêèõ èç ýòèõ òî÷åê ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
f (x) îòðèöàòåëüíà?

3.2.2 ×àñòü 2

I Ïðèìåð 1
Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x), îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå
(� 3; 8). Íàéäèòå ïðîìåæóòêè óáûâàíèÿ ôóíêöèè f (x). Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó öåëûõ
÷èñåë, âõîäÿùèõ â ýòè ïðîìåæóòêè.
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Ðåøåíèå
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî íàì äàí ãðàôèê èìåííî ïðîèçâîäíîé y = f 0(x). Íà
ïðîìåæóòêàõ óáûâàíèÿ ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f (x) íåïîëîæèòåëüíà
(íà ïðîìåæóòêàõ âîçðàñòàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî íåîòðèöàòåëüíà). Íàñ èíòåðåñóþò
ïðîìåæóòêè, ãäå ïðîèçâîäíàÿ íåïîëîæèòåëüíà, òî åñòü, ãäå ãðàôèê ïðîèçâîäíîé
íàõîäèòñÿ íå âûøå îñè Ox:

Ó íàñ òàêèõ ïðîìåæóòêîâ äâà: [� 1;5; 4;5] è [6;5; 8). Öåëûå ÷èñëà, âõîäÿùèå â ýòè
ïðîìåæóòêè, � ýòî � 1; 0; 1; 2; 3; 4; 7, òî åñòü èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà � 1+0+1+2+3+4+7 =
16.
Îòâåò: 16.

I Ïðèìåð 2
Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x), îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå
(� 11; 3). Íàéäèòå ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè f (x). Â îòâåòå óêàæèòå äëèíó
íàèáîëüøåãî èç íèõ.
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Ðåøåíèå
Çàìåòèì, ÷òî íàì äàí ãðàôèê èìåííî ïðîèçâîäíîé y = f 0(x). Íà ïðîìåæóòêàõ
âîçðàñòàíèÿ ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f (x) íåîòðèöàòåëüíà (íà
ïðîìåæóòêàõ óáûâàíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íåïîëîæèòåëüíà). Íàñ èíòåðåñóþò ïðîìåæóòêè,
ãäå ïðîèçâîäíàÿ íåîòðèöàòåëüíà, òî åñòü, ãäå ãðàôèê ïðîèçâîäíîé íàõîäèòñÿ íå íèæå
îñè Ox:

Â íàøåì ñëó÷àå èõ 3: (� 11;� 10]; [� 7; � 1] è [2; 3), íàèáîëüøóþ äëèíó èç íèõ, î÷åâèäíî,
èìååò ïðîìåæóòîê [� 7; � 1], åãî äëèíà ðàâíà � 1 � (� 7) = 6.
Îòâåò: 6.

Çàäà÷à 1

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê y = f 0(x) � ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x), îïðåäåëåííîé íà
èíòåðâàëå(� 7; 4). Íàéäèòå ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè f (x). Â îòâåòå óêàæèòå
ñóììó öåëûõ òî÷åê, âõîäÿùèõ â ýòè ïðîìåæóòêè.
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Çàäà÷à 2

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê y = f 0(x) � ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x), îïðåäåëåííîé
íà èíòåðâàëå (� 5; 7). Íàéäèòå ïðîìåæóòêè óáûâàíèÿ ôóíêöèè f (x). Â îòâåòå óêàæèòå
ñóììó öåëûõ òî÷åê, âõîäÿùèõ â ýòè ïðîìåæóòêè.

=) Ðåøåíèå çàäà÷è

Çàäà÷à 3

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê y = f 0(x) � ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x), îïðåäåëåííîé íà
èíòåðâàëå(� 11; 3). Íàéäèòå ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè f (x). Â îòâåòå óêàæèòå
äëèíó íàèáîëüøåãî èç íèõ.

=) Ðåøåíèå çàäà÷è
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Çàäà÷à 4

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê y = f 0(x) � ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x), îïðåäåëåííîé íà
èíòåðâàëå(� 2; 12). Íàéäèòå ïðîìåæóòêè óáûâàíèÿ ôóíêöèè f (x). Â îòâåòå óêàæèòå
äëèíó íàèáîëüøåãî èç íèõ.
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